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Variaveis Aleatorias Continuas

Uma variavel aleatoria continua pode assumir qualquer valor numérico em
um determinado intervalo ou série de intervalos. E uma variavel que assume
valores dentro de intervalos de numeros reais. Ou seja, entre quaisquer dois
elementos vizinhos ha quantidades intermediarias infinitas, dependentes da
sensibilidade do instrumento de medida.

Experimento Variavel aleatoria (Y) Possiveis valores para a VAC
Trabalhar em um projeto Percentual executado apés 30dias 0<Y =100%
Observar um operador de maquina agricola Tempo ocioso em um dia 0<Yz=24hs

Pulverizar 10.000 m® de uma area agricola  Volume de agua gasto 0<Y2e




Exemplo

Imagine nas Olimpiadas o lancamento de martelo.
Sabemos de antemao que os valores do lancamento de
martelo atingem no maximo a distancia de 60 metros e a
distancia minima classificatoria de 30 metros. Ou seja, todos o0s
lancamentos serao dentro deste intervalo, podendo
assumir uma infinidade de possibilidades, pois sempre
existira uma fracao para medir a menor diferenca possivel
entre um lancamento e outro, como 59,2512m. Neste caso
X seria uma VAC que assume qualquer valor no intervalo 30
<X <60.




Fungao Densidade de Probabilidade

Em probabilidade e estatistica, a funcao densidade de probabilidade (FDP),
ou densidade de uma variavel aleatoria continua, € uma funcao que descreve
a probabilidade relativa de uma variavel aleatoria tomar um valor dado.

A probabilidade da variavel aleatdria continua assumir um valor pertencente

a um determinado intervalo é dada pela integral da densidade dessa variavel

sobre tal intervalo, ou seja, é dada pela area abaixo da funcao densidade mas
acima do eixo horizontal e entre o menor e 0 maior valor dessa faixa.



Fungao Densidade de Probabilidade

Seja Y uma VAC, a funcao densidade de probabilidade f(y) &€ uma fungao que
satisfaz as seguintes condicoes:

a)f(y) > 0 paratodoy € |a,b] coma <b
b) J, Fw)dy =1

Observacao:

Notar que f(y), densidade de probabilidade, ndo é probabilidade. Somente
quando a funcao for integrada entre dois limites, ela produzira uma
probabilidade;



Fungao Densidade de Probabilidade@\@ﬁ/

Além disso, define-se, para qualquer [c < d], contido no intervalo[a,b]:

Plc<Y <d) = [ f(y)dy

—




Fungao Densidade de Probabilidade

A definicao anteriormente citada mostra que a probabilidade de qualquer
valor especificado de Y, por exemplo, y,, tem P(Y =y ) =0, pois:

P(Y =yo) = [’ f(y)dy=0

Sendo assim, as probabilidades abaixo serao todas iguais, se Y for uma VAC:
Pa<Y<b=Pa<Y<b=Pla<Y<b)=Pla<Y <b)
Para VADs, a probabilidade esta concentrada em pontos isolados da reta

real. No caso de VACs, a probabilidade esta espalhada de modo continuo em
segmentos da reta real.



Exemplo @\@f/

Seja X uma v.a.c com funcao densidade dada por:

c(4x—2x2), sex € (0,2)
f(x){O, sex &€ (0,2)

a. Qualovalordec?
b. Calcule a P(X>1)



Exemplo

a. Para f(x) ser uma funcao de densidade deve obedecer:
00
f f(x) dx = 1
—10

Como a funcao esta nos intervalos entre (0, 2):

—alg__ 16
:C(j;)24xdx—f()22x2dx) _C(8 3 ) - %C

_3
€= 3



b.

Calcule a P(X>1)

P(x>1) f1

Exemplo

dxsz%élx—



Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao densidade pode ser obtida a partir da funcao distribuicao acumulada a
partir da operacao de derivacao (quando esta é derivavel). A funcao de
distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria T continua é definida por:

X

F(x) =P(T < x) =f f(t)dt

—00



Funcgao de Distribuicao Acumulada

0 gréafico de F(y) no caso de uma VAD é constituido por segmentos de retas
horizontais (degraus), e no caso de uma VAC, ele é continuo para todo y.

Quanto a Fly) tem-se: A
F(y)

paray < 0 F(y) = [°_0dy =0

1
para 0 <y <1 F(y) = [ 0dy+ [;2ydy =1

paray > 1 F(y) = ffooOdy + f012ydy+fl+°°0dy=1
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Distribuicao
Normal




Distribuicao Normal

Em meados do século XIX, Friedrich Gauss, com seus estudos sobre eventos da natureza, observou um
comportamento padrao entre as amostras estudadas por ele.

Esse comportamento, posteriormente, foi apresentado como a Curva de Gauss. Que mostrava que
grande parte dos eventos ficam em torno de um valor médio, com uma certa variabilidade.




Distribuicao Normal

Em probabilidade e estatistica, a distribuicao normal € uma das distribuicoes de
probabilidade mais utilizadas para modelar fenémenos naturais.

Aproximacao da Binomial. (Com n suficientemente grande).
Médias e Proporcoes de grandes amostras sequem Distribuicao Normal.

Caracteristicas:

Forma de sino (Curva Gaussiana)
Unimodal

Moda, média e mediana coincidem
Simétrica em relacao a média

Tende a 0 quando se afasta da média
U € amedia e 0 0 desvio padrao




Distribuicdo Normal @\@ﬁ/

Seja x uma variavel aleatdria continua, dizemos que X ~ N(y,0) se, e somente
se sua FDP for dada por:

( (x—u)z)
20° ) —00 < x < 00,0 >0

f(xl-l; )_0_\/—




Grafico da FDP
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Distribuicao Normal

Grafico da FDA
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Distribuicao Normal Padrao

Para o calculo das probabilidades utilizando a funcao densidade de probabilidades
surgiam dois problemas:

l. Relativo a integracao de f(y), pois é necessario o desenvolvimento em séries, 0
que é um calculo relativamente complexo.

ll. Tabelar todas as probabilidades considerando-se as varias combinacoes
possiveis de P e o acarretaria um grande trabalho, pois, fly) depende dos
parametros y e O.

Esses problemas foram solucionados por meio de uma mudanca de variavel,
obtendo-se, assim, a distribuicao normal padronizada ou reduzida(u=0e o =1):



Distribuicao Normal Padrao

Tabela I: Distribuicdo Normal Padrao Acumulada

Z - —_—— T
Z‘ Fornece ®(z) = P(-= < Z < z), para todo z, de 0,01 em 0,01, desde z = 0,00 até z = 3,59
O- A distribuicdo de Z é Normal(0;1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 | 0,08 | 0,09

0,0 [ 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 |0,5279|0,5319 | 0,5359

0,1 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 |0,5675|0.5714 | 0,5753

0,2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0.6026 |0.6064 [0.6103| 0.6141

1 2 0,3 06179 | 06217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0,6368 | 0.6406 |0.6443|0.6480 | 0.6517

1 — z 0,4 | 0,6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0.6772 |0.6808 [0.6844 | 0,6879

Z 6 2 0,5 0.6915 | 0,6950 | 0.6985 | 0,7019 | 0,7054 | 07088 | 0.7123 |0.7157 |0.7190 | 0.7224
0,6 | 0,7257 | 0,7291 | 0.7324 | 0,7357 | 0,7389 | 07422 | 0.7454 10.7486|0.7517 | 0.7549

27{ 0,7 | 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0.7734 | 0.7764 |0.7794 10,7823 | 0.7852

0,8 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 |0.,8078|0.8106 | 0.8133

0,9 | 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0.8315 |0.8340|0,8365 | 0.8389

1,0 | 0,8413 | 0,8438 | 0.8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0.8554 |0.85770.8599 | 0.8621

1,1 0,8643 | 0,8665 | 0.8686 | 0,8708 | 0.8729 | 0,8749 | 0.8770 |0.8790[0.8810| 0.8830

1,2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0,8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 |0.8980 [0.8997 | 0.9015

1,3 | 0,9032 | 0,9049 | 0.9066 | 0,9082 | 0,9099 | 09115 | 0.9131 |0.9147 [0.9162| 0.9177

1,4 [ 0,9192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 09279 |0.9292|0.9306 | 0,9319

1,5 ] 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0.9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0.9406 |0,9418 [0.9429 | 0,9441

1,6 [ 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 |0.9525|0.9535 | 0.9545

1,7 | 09554 | 0,9564 | 09573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0.9608 |0.9616|0,9625| 0,9633

1,8 | 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 09678 | 0.9686 |0.9693|0.9699 | 0.9706

1,9 0.9713 | 09719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0.9750 |0.9756|0.9761 | 0.9767

2,0 (09772 ] 09778 | 0.9783 | 09788 | 09793 | 09798 | 0.9803 |0.98080.9812| 0.9817
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Distribuicao Qui-Quadrado (x2)

A distribuicao X*(I&-se qui-quadrado) é uma das distribuicdes mais utilizadas em
estatistica inferencial, principalmente para realizar testes de X% Este teste serve
para avaliar quantitativamente a relacao entre o resultado de um experimento e a
distribuicao esperada para o fendomeno. fl A, 2
Caracteristicas:

Particularidade da Distribuicao Gama
Assimetrica 0.3+

nou
A

ElE i I R
[
=

Il
<




Distribuicao Qui-Quadrado (x2)

FDP:

f(XQa p) = cx? * e F(f-:?).zi"f

¢ € uma constante dependente de ¢ e determinada pela condicao em que a
area sob a curva de probabilidade é igual a um.

& (I&-se fi) € um parametro da funcao densidade denominado grau de
liberdade.

__ 1 2
TEG”

X
e 2,0<x <o




Distribuicao Qui-Quadrado (x2)

Retirando-se uma amostra de n elementos de uma populacao normal com
média (p=0) e variancia (0?), entéo, a distribuicao da estimativa da variancia
seque uma distribuicao de (qui-quadrado) com n-1graus de liberdade.

Na distribuicdo X* existe uma curva para cada tamanho de amostra(n) e
todas curvas tem inicio em X* =0.



Distribuicao Qui-Quadrado (x2)

A probabilidade da distribuicao qui-quadrado nao é simétrica como a da
distribuicao normal, para aumentar seu estado de simetria é necessario
aumentar o seu grau de liberdade, portanto a relacao entre simetria e grau

f(Xz)de liberdade sao diretamente proporcionais.
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Grafico da FDA:
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Teste Qui-Quadrado (x2

Também conhecido como teste de adequagao do ajustamento ou aderéncia.
Procedimentos:
a. Enunciar as hipéteses estatisticas Ho e Hi:
Ho: Nao existe discrepancia entre as freqliéncias observadas e esperadas.
H;: existe discrepancia entre as freqiiéncias observadas e esperadas.

b. Fixar a e escolher a variavel qui-quadrado com ¢ = (k-1), onde k & o nimero
de eventos.

c. Com o auxilio de uma tabela de %® determinar o valor critico entre as regides
de aceitacao e rejeigao de Ho.
: (Foi _Fei)z

d. Calcular o valor da variavel z2 =)’ =
i=1 €

Se 7% < x% > Aceitar Ho
Se 7% >y - Rejeitar Hy

oo
Distribuigdo Qui-Quadrado
Nivel de Significancia:
Graus de 99.5% 99% 97.5% 95% 90% 10% 5% 2,5% 1% 0,5%
Liberdade: 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 - - 0,001 0,004 0,016 2,706 3,841 5,024 6,635 7879
2 0010 0,020 0051 0,103 0211 4,605 5991 7,378 2.210 10,597
3 0,072 0,115 0216 0352 0,584 6,251 7815 9,348 11,345 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 7,779 9,488 11,143 13277 14,860
5 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,071 12,833 15086 16,750
6 0,676 0872 1,237 1,635 2,204 10,645 |12,592] 14,449 16812 18,548
7 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 12017 |14,067] 16013 18,475 20,278
8 1,344 1,646 2,180 2733 3,490 13,362 [15,507) 17,535 20,090 21,955
9 1.735 2,088 2,700 3,325 4,168 14,684 [16,919] 19,023 21,666 23,589
10 2,156 2,558 3.247 3,940 4,865 15987 [18,307| 20,483 23,209 25,188
n 2,603 3,053 3816 4,575 5,578 17,275 |19,675] 21,920 24,725 26,757
12 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 18,549 [21,026] 23337 26217 28,299
13 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 19812 [22,362] 24,736 27,688 29819
14 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 21,064 |23,685] 26,119 29,141 31,319
15 4,601 5229 6,262 7.261 8,547 22307 |24,996] 27,488 30,578 32,801
16 5,142 5812 6,908 7,962 9312 23,542 |26,296] 28845 32,000 34,267
17 5,697 6,408 7,564 8,672 10,085 24769 |27,587] 30,191 33,409 35718
18 6,265 7015 8,231 9390 10,865 25989 |28,869] 31,526 34805 37,156
19 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 27,204 |[30,144] 32,852 36,191 38,582
20 7,434 8,260 9.591 10,851 12,443 28,412 |[31,410] 34,170 37,566 39,997
21 8,034 8897 10,283 11,591 13240 29,615 [32671] 35479 38,932 41,401
22 8,643 9,542 40,289 42,796

10,982 12338 14,042 30813 |[33924

36,781
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Distribuicao t de Student

A distribuicao T de Student € uma distribuicao de
probabilidade estatistica, publicada por um autor que se chamou de Student,
pseuddnimo de William Sealy Gosset, que nao podia usar seu nome

verdadeiro para publicar trabalhos enquanto trabalhasse para a cervejaria
Guinness.




Distribuicao t de Student

Suponha Z, uma variavel aleatoria de distribuicao normal padrao com média
0 e variancia 1, e V, uma variavel aleatoria com distribuicao Qui-quadrado
com Vv graus de liberdade. Se Z e V sao independentes, entao a distribuicao
da variavel aleatdria t sera:

Z

V'V /v

t =

AFDPe:




Distribuicao t de Student

A distribuicao “t” encontra-se tabelada para diferentes combinacoes de
probabilidade e graus de liberdade.

Quando os valores da média e desvio padrao, p e g, nao sao conhecidos, e
fazemos inferéncias sobre uma populacao a partir das estimativas da média e
do desvio padrao, ou seja, obtidas nas amostras, utiliza-se a distribuicao “t".

Um exemplo classico de uso desta distribuicao é a estimativa do intervalo de
confianca para a média populacional a partir de uma amostra representativa.



Tabela:

Distribuicao t de Student

#

9"9 us de Iiberdade

o«

oaze
K 0,126
120 10,126

0,126

5894

sus g

6,965

3591

3,551

s

3,460

3,373 120

3,291

35
40

50

60

el




Distribuicao t de Student W

Distribuicao t de Student

Grafico da FDP:

f(t)




Distribuicao t de Student @\@%

Grafico da FDA:




04

Distribuicao F de
Snedecor




Distribuicao F de Snedecor

A distribuicao F de probabilidade foi reduzida por Snedecor sendo sua
denominagao uma homenagem a Fisher

E uma distribuicdo de probabilidade continua que surge frequentemente
como a distribuicao nula da estatistica de um teste, mais notadamente na
analise de variancia, como no teste F



Distribuicao F de Snedecor

Uma variavel que tem distribuicao F surge como a razao de dois valores

observados de distribuicao qui-quadrado apropriadamente escalados:
X

Fom=v X=x5 Y=xi,

m

Uma variavel aleatoria continua X tem distribuicao F de Snedecor com m

graus de liberdade no denominador e n graus de liberdade no numerador se
sua funcao densidade de probabilidade é definida por:

m+n m m-2
TOT e Yo L ek

n m+n

DB (m

x>0



Distribuicao F de Snedecor

Entre as distribuicoes continuas de probabilidades é uma das mais utilizadas para
inferéncias estatisticas em experimentacao.

Na anélise de variancia de experimentos esta distribuicao e intensamente utilizada para a
tomada de decisao nos testes de hipdteses (inferéncias sobre as populagoes).

Possuindo dois parametros: grau de liberdade do numerador e grau de liberdade no
denominador, que sao denominados, comumente, por ¢, e ¢, respectivamente, ela
encontra-se tabelada para as probabilidades mais utilizadas nos testes de hipéoteses: 1%,
5% e10%.

Tal como a distribuicdo X? esta distribuicdo de probabilidades ndo apresenta uma forma
fixa, mas sim variavel de acordo com os graus de liberdade envolvidos:



f(F)

Distribuicao F de Snedecor

Distribuicao F com m crescendo Distribuicao F com n crescendo
X
Fn,m — %
Distribui F m Distribui F
= m=1 - m = 15
5 n=15 . n= 1




Distribuicao F de Snedecor @\@f/

Grafico da FDP:

25

|
dl=1,d2=1 ——
d1=2,d2=1 =—
2 ' d1=5,d2=2 =—
| d1=10,d2=1 —
e d1=100, d2=100
1
05 \
0 E




Grafico da FDA:
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Distribuicao F de Snedecor

Tabels 5. Limites unilstessis da dsribuic3o F de Fisher-Snedecor 30 nivel de 5% de probabildade.
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1.850
1817
172
1.7
1.733

2459
19.429
a70s
5858
4519
393
3asn
3218
3008
2845
2719
2817
2533
2483
2406
2382
2308
2289
2234
220
217
215
2128
2108
2089
2072
205
2041
2027
205
1924
187
1835
176
1768
1.750
1.708

2480
19445
8660
5808
4.558
38n4
3445
3150
2965
2774
2646
2544
245
233
2328
227
2230
2191
2155
2124

2511
19.471
8594
577

3774
3340
3.043
232
2685
253
2426
2339
2286
2204
2.5
2.104

2.026
194
1985

1914
18%2
1872
1853
183
1820
1806
1.7%2
1656

1594
1545
1515
1495
1.445

222
19479
8572
5683
4.431
3.740

2833
19.487
8549

1.748
1.731
1.714
1658
1683
1577
1.511
1487
1411
1378
1352
1.290

1740

1476
1430
1370
1333
1307
1237
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Auxilio visual para os exemplos em R

Dada a funcao:

(y) = 2y,paral <y <1
f) = 0 para quaisquer outros valores

a. \Verificar se f(y) & uma FDP
b. Calcule a probabilidadede0<y<0,5
c. Calcule a probabilidade de 0,5 <y <1



Auxilio visual para os exemplos em R

Dada a funcao:

_[2e7%* sex >0
f(x)_{o sex <0

a. Mostre que essa funcao € uma FDP
b. Calcule a probabilidade de X > 1
c. Calcule a probabilidade de que 0.2 <X <0.8



Distribuicao Normal Padrao

No R, a distribuicao normal pode ser utilizada por meio das funcoes

abaixo, em todas elas pode ser definir a média(mean) e o desvio padrao
(sd):

dnorm(x, mean, sd) - densidade de probabilidade no ponto x

pnorm(x, mean, sd) - funcao de probabilidade acumulada no ponto x
gnorm(p, mean, sd) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rnorm(n, mean, sd) - amostra da distribuicao normal de tamanho n



Distribuicao Qui-Quadrado (x2)

No R, a distribuicdo X? pode ser utilizada por meio das fungoes
abaixo, em todas elas pode ser definir o grau de liberdade (df):

dchisq(x, df) - densidade de probabilidade no ponto x

pchisq(x, df) - funcao de probabilidade acumulada no ponto x
qgchisq(p, df) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rchisq(n, df) - amostra da distribuicao X? de tamanho n



Distribuicao t de Student

No R, a distribuicao t pode ser utilizada por meio das fungoes abaixo,
em todas elas pode ser definir o grau de liberdade (df):

dt(x, df) - densidade de probabilidade no ponto x

pt(x, df) - funcao de probabilidade acumulada no ponto x
qgt(p, df) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rt(n, df) - amostra da distribuicao t de tamanho n



Distribuicao F de Snedecor

No R, a distribuicao F pode ser utilizada por meio das fungoes abaixo,
em todas elas pode se definir os graus de liberdade do numerador
(df1) e denominador (df2):

df(x, df1, df2) - densidade de probabilidade no ponto x

pf(x, df1, df2) - funcao de probabilidade acumulada no ponto x
gf(p, df1, df2) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rf(n, df1, df2) - amostra da distribuicao F de tamanho n



