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Variáveis Aleatórias Contínuas

Uma variável aleatória contínua pode assumir qualquer valor numérico em 
um determinado intervalo ou série de intervalos. É uma variável que assume 
valores dentro de intervalos de números reais. Ou seja, entre quaisquer dois 
elementos vizinhos há quantidades intermediárias infinitas, dependentes da 
sensibilidade do instrumento de medida.



Exemplo

Imagine nas Olimpíadas o lançamento de martelo.
Sabemos de antemão que os valores do lançamento de
martelo atingem no máximo a distância de 60 metros e a
distância mínima classificatória de 30 metros. Ou seja, todos os
lançamentos serão dentro deste intervalo, podendo
assumir uma infinidade de possibilidades, pois sempre
existirá uma fração para medir a menor diferença possível
entre um lançamento e outro, como 59,2512m. Neste caso
X seria uma VAC que assume qualquer valor no intervalo 30
< X < 60.



Função Densidade de Probabilidade

Em probabilidade e estatística, a função densidade de probabilidade (FDP), 
ou densidade de uma variável aleatória contínua, é uma função que descreve 
a probabilidade relativa de uma variável aleatória tomar um valor dado.

A probabilidade da variável aleatória contínua assumir um valor pertencente 
a um determinado intervalo é dada pela integral da densidade dessa variável 
sobre tal intervalo, ou seja, é dada pela área abaixo da função densidade mas 
acima do eixo horizontal e entre o menor e o maior valor dessa faixa.



Função Densidade de Probabilidade

Seja Y uma VAC, a função densidade de probabilidade f(y) é uma função que 
satisfaz as seguintes condições:

Observação:
Notar que f(y), densidade de probabilidade, não é probabilidade. Somente 
quando a função for integrada entre dois limites, ela produzirá uma 
probabilidade;



Função Densidade de Probabilidade

Além disso, define-se, para qualquer [c < d], contido no intervalo [a,b]:



Função Densidade de Probabilidade

A definição anteriormente citada mostra que a probabilidade de qualquer 
valor especificado de Y, por exemplo, y0, tem P(Y = y0) = 0, pois:

Sendo assim, as probabilidades abaixo serão todas iguais, se Y for uma VAC:

Para VADs, a probabilidade está concentrada em pontos isolados da reta 
real. No caso de VACs, a probabilidade está espalhada de modo contínuo em 
segmentos da reta real.



Exemplo

Seja X uma v.a.c com função densidade dada por:

a. Qual o valor de c ?
b. Calcule a P(X>1)



Exemplo

a. Para f(x) ser uma função de densidade deve obedecer:

Como a função está nos intervalos entre (0, 2):



Exemplo

b.     Calcule a P(X>1)



Função de Distribuição Acumulada

A função densidade pode ser obtida a partir da função distribuição acumulada a 
partir da operação de derivação (quando esta é derivável). A função de 
distribuição acumulada de uma variável aleatória T contínua é definida por:



Função de Distribuição Acumulada
O gráfico de F(y) no caso de uma VAD é constituído por segmentos de retas 
horizontais (degraus), e no caso de uma VAC, ele é contínuo para todo y.

Quanto a F(y) tem-se:
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Distribuição Normal

Em meados do século XIX, Friedrich Gauss, com seus estudos sobre eventos da natureza, observou um 
comportamento padrão entre as amostras estudadas por ele.

Esse comportamento, posteriormente, foi apresentado como a Curva de Gauss. Que mostrava que 
grande parte dos eventos ficam em torno de um valor médio, com uma certa variabilidade.



Distribuição Normal

Em probabilidade e estatística, a distribuição normal é uma das distribuições de 
probabilidade mais utilizadas para modelar fenômenos naturais.

Aproximação da Binomial. (Com n suficientemente grande).

Médias e Proporções de grandes amostras seguem Distribuição Normal.

Características:
Forma de sino (Curva Gaussiana)
Unimodal
Moda, média e mediana coincidem
Simétrica em relação a média
Tende a 0 quando se afasta da média
μ é a média e σ o desvio padrão



Distribuição Normal

Seja x uma variável aleatória contínua, dizemos que X ~ N(µ,σ) se, e somente 
se sua FDP for dada por:



Distribuição Normal

Gráfico da FDP



Distribuição Normal

Gráfico da FDA



Distribuição Normal Padrão

Para o cálculo das probabilidades utilizando a função densidade de probabilidades 
surgiam dois problemas:

I. Relativo a integração de f(y), pois é necessário o desenvolvimento em séries, o 
que é um cálculo relativamente complexo.

II. Tabelar todas as probabilidades considerando-se as várias combinações 
possíveis de μ e σ acarretaria um grande trabalho, pois, f(y) depende dos 
parâmetros μ e σ.

Esses problemas foram solucionados por meio de uma mudança de variável, 
obtendo-se, assim, a distribuição normal padronizada ou reduzida (μ = 0 e σ = 1):



Distribuição Normal Padrão
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Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

A distribuição X² (lê-se qui-quadrado) é uma das distribuições mais utilizadas em 
estatística inferencial, principalmente para realizar testes de X². Este teste serve 
para avaliar quantitativamente a relação entre o resultado de um experimento e a 
distribuição esperada para o fenômeno.

Caracteristicas:
Particularidade da Distribuição Gama
Assimétrica



Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

FDP:

c é uma constante dependente de φ e determinada pela condição em que a 
área sob a curva de probabilidade é igual a um.

ϕ (lê-se fi) é um parâmetro da função densidade denominado grau de 
liberdade.



Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

Retirando-se uma amostra de n elementos de uma população normal com 
média (μ=0) e variância (σ²), então, a distribuição da estimativa da variância 
segue uma distribuição de (qui-quadrado) com n-1 graus de liberdade.

Na distribuição Χ² existe uma curva para cada tamanho de amostra (n) e 
todas curvas tem início em Χ² =0.



Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

A probabilidade da distribuição qui-quadrado não é simétrica como a da 
distribuição normal, para aumentar seu estado de simetria é necessário 
aumentar o seu grau de liberdade, portanto a relação entre simetria e grau 
de liberdade são diretamente proporcionais.

f(X²)

X²

f(x²)

X²



Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

Gráfico da FDA:



Teste Qui-Quadrado (Χ²)
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Distribuição t de Student

A distribuição T de Student é uma distribuição de
probabilidade estatística, publicada por um autor que se chamou de Student, 
pseudônimo de William Sealy Gosset, que não podia usar seu nome 
verdadeiro para publicar trabalhos enquanto trabalhasse para a cervejaria 
Guinness.



Distribuição t de Student

Suponha Z, uma variável aleatória de distribuição normal padrão com média 
0 e variância 1, e V, uma variável aleatória com distribuição Qui-quadrado 
com ν graus de liberdade. Se Z e V são independentes, então a distribuição 
da variável aleatória t será: 

A FDP é:



Distribuição t de Student

A distribuição “t” encontra-se tabelada para diferentes combinações de 
probabilidade e graus de liberdade.

Quando os valores da média e desvio padrão, μ e σ, não são conhecidos, e 
fazemos inferências sobre uma população a partir das estimativas da média e 
do desvio padrão, ou seja, obtidas nas amostras, utiliza-se a distribuição “t”.

Um exemplo clássico de uso desta distribuição é a estimativa do intervalo de 
confiança para a média populacional a partir de uma amostra representativa.



Distribuição t de Student

Tabela:



Distribuição t de Student

Grafico da FDP:



Distribuição t de Student

Gráfico da FDA:
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Distribuição F de Snedecor

A distribuição F de probabilidade foi reduzida por Snedecor sendo sua 
denominação uma homenagem a Fisher

É uma distribuição de probabilidade contínua que surge frequentemente 
como a distribuição nula da estatística de um teste, mais notadamente na 
análise de variância, como no teste F



Distribuição F de Snedecor

Uma variável que tem distribuição F surge como a razão de dois valores 
observados de distribuição qui-quadrado apropriadamente escalados:

Uma variável aleatória contínua  X  tem distribuição  F  de Snedecor com m 
graus de liberdade no denominador e  n  graus de liberdade no numerador se 
sua função densidade de probabilidade é definida por:



Distribuição F de Snedecor

Entre as distribuições contínuas de probabilidades é uma das mais utilizadas para 
inferências estatísticas em experimentação.

Na análise de variância de experimentos esta distribuição é intensamente utilizada para a 
tomada de decisão nos testes de hipóteses (inferências sobre as populações).

Possuindo dois parâmetros: grau de liberdade do numerador e grau de liberdade no 
denominador, que são denominados, comumente, por ϕ1 e ϕ2 respectivamente, ela 
encontra-se tabelada para as probabilidades mais utilizadas nos testes de hipóteses: 1%, 
5% e 10%.

Tal como a distribuição Χ², esta distribuição de probabilidades não apresenta uma forma 
fixa, mas sim variável de acordo com os graus de liberdade envolvidos:



Distribuição F de Snedecor

Distribuição F com m crescendo                     Distribuição F com n crescendo



Distribuição F de Snedecor

Gráfico da FDP:



Distribuição F de Snedecor

Gráfico da FDA:



Distribuição F de Snedecor
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Auxílio visual para os exemplos em R

Dada a função:

a. Verificar se f(y) é uma FDP
b. Calcule a probabilidade de 0 < y < 0,5
c. Calcule a probabilidade de 0,5 < y < 1



Auxílio visual para os exemplos em R

Dada a função:

a. Mostre que essa função é uma FDP
b. Calcule a probabilidade de X > 1
c. Calcule a probabilidade de que 0.2 < X < 0.8



Distribuição Normal Padrão

No R, a distribuição normal pode ser utilizada por meio das funções 
abaixo, em todas elas pode ser definir a média (mean) e o desvio padrão 
(sd):

dnorm(x, mean, sd) - densidade de probabilidade no ponto x
pnorm(x, mean, sd) - função de probabilidade acumulada no ponto x
qnorm(p, mean, sd) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rnorm(n, mean, sd) - amostra da distribuição normal de tamanho n



Distribuição Qui-Quadrado (Χ²)

No R, a distribuição X2 pode ser utilizada por meio das funções 
abaixo, em todas elas pode ser definir o grau de liberdade (df):

dchisq(x, df) - densidade de probabilidade no ponto x
pchisq(x, df) - função de probabilidade acumulada no ponto x
qchisq(p, df) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rchisq(n, df) - amostra da distribuição X2 de tamanho n



Distribuição t de Student

No R, a distribuição t pode ser utilizada por meio das funções abaixo, 
em todas elas pode ser definir o grau de liberdade (df):

dt(x, df) - densidade de probabilidade no ponto x
pt(x, df) - função de probabilidade acumulada no ponto x
qt(p, df) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rt(n, df) - amostra da distribuição t de tamanho n



Distribuição F de Snedecor

No R, a distribuição F pode ser utilizada por meio das funções abaixo, 
em todas elas pode se definir os graus de liberdade do numerador 
(df1) e denominador (df2):

df(x, df1, df2) - densidade de probabilidade no ponto x
pf(x, df1, df2) - função de probabilidade acumulada no ponto x
qf(p, df1, df2) - quantil correspondente a uma dada probabilidade p
rf(n, df1, df2) - amostra da distribuição F de tamanho n


