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INTRODUÇÃO 

 O estudo de regressão exerce um papel relevante dentro do campo da estatística 

experimental devido à sua ampla aplicação na interpretação de resultados 

experimentais. Seu objetivo é determinar a relação existente entre uma característica 

qualquer de interesse experimental, que é a variável dependente, e outra característica 

independente, quando consideradas em conjunto. 

 O pesquisador seleciona os valores da variável independente e, em seguida, estabelece 

a relação existente entre os valores das duas variáveis. Essa relação é expressa por 

uma função matemática, conhecida como equação de regressão, na qual a variável 

dependente (Y) é considerada uma função da variável independente (X). 



CORRELAÇÃO 

 A análise de correlação linear simples (Pearson 1896).  

 Essa técnica é empregada, especificamente, para se avaliar o grau de covariância 

entre as variáveis aleatórias. 

 Quando duas variáveis (Y1 e Y2), estão ligadas por uma relação estatística, dizemos 

que existe correlação entre elas. 

 Utilizando duas variáveis dependentes, em função de ambas estão sujeitas a grandes 

variações e erros experimentais ponderáveis, como por exemplo: 

 Comprimento e largura de folhas de plantas. 

 Teor de potássio do solo e aumento de produção de cana-de-açúcar. 

 Ganho de peso e rendimento de carcaça em frangos de corte. 



CORRELAÇÃO 

 Coeficiente de Correlação de Pearson 

 É um valor que informa a intensidade e a forma da correlação linear entre duas 
variáveis. 
A partir da análise do resultado podemos determinar se é adequado ou não a utilização 
do modelo linear para modelagem do fenômeno. 

 Modelo matemático: 

 
 

 

 

 Onde n é o número de termos 



CORRELAÇÃO 

Pressuposições de Correlação  

 

 O relacionamento entre as variáveis tem forma linear. 

 

 As duas variáveis são aleatórias por natureza e medidas em escalas intervalares ou 

proporcionais, não podendo ser categóricas ou nominais. 

 

 As variáveis apresentam distribuição normal bivariada. 



CORRELAÇÃO 

 Tipos de Diagramas de Dispersão: 



GRAU DE CORRELAÇÃO 
 Os valores limites de R são de -1 até +1 

 Se a correlação é perfeita e positiva o valor do R = +1 

 Se a correlação é perfeita e negativa o valor do R = -1 

 Se não há correlação então R = 0. 

Significa que as duas variáveis não 

estão linearmente associadas 

 

 Intervalos 

 Se |R| < 0,3 a correlação NÃO EXISTE; 

 Se 0,3 ≤|R|≤ 0,6 a correlação é FRACA; 

 Se 0,6 ≤ |R| ≤1 a correlação é BOA; 



 Exemplo: Considerando duas variáveis aleatórias 

M: Rendimento acadêmico em matemática. 

L: Rendimento acadêmico em línguas. 



0,63 

Figura 1 - Gráfico da dispersão 

entre m e l com as médias 

transladadas. 



REGRESSÃO LINEAR 

 É a relação casual entre duas ou mais variáveis quantitativas: 

 

 Uma variável dependente ou resposta (Y), cujo o valor deverá ser previsto. 

 E uma ou mais variáveis independentes ou explicativas (X), sobre as quais 

existem conhecimento teórico disponível. 

 

 Resulta em uma equação geométrica equivalente a ajustar uma curva aos 

dados dispersos. 



REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

 A análise de regressão linear tem como resultado uma regressão 

matemática que descreve o relacionamento entre duas variáveis. 

 

 Utiliza-se a Regressão Linear para estimar o valor de uma variável 

com base em valores conhecidos da outra.  

 

 Pressupõe-se alguma relação de causa e efeito, de explanação do 

comportamento entre as variáveis. 

 

 Exemplos: 

A idade e o peso de cada bezerro; 

A alíquota de imposto e a arrecadação; 

Preço e quantidade. 



REGRESSÃO LINEAR MÚLTIPLA 

 Relação casual com mais de duas variáveis. 

Isto é, quando o comportamento de Y é 

explicado por mais de uma variável 

independente X1, X2, ..., Xn.  

 

 É a técnica adequada para se utilizar 

quando se quer investigar simultaneamente 

os efeitos, sobre Y, de duas ou mais 

variáveis preditoras. 



EXEMPLO:  

 A análise de regressão múltipla permite investigar a 
relação entre a altura do milho e as variáveis 
independentes de quantidade de fertilizante e 
quantidade de luz solar em um estudo com 30 plantas. 

 Através da análise estatística, é possível determinar se 
o fertilizante e a luz solar têm efeitos significativos na 
altura do milho, fornecendo percepções valiosas para 
otimizar o crescimento das plantas. 

 A utilização da regressão múltipla permite construir 
um modelo preditivo que pode ser usado para fazer 
previsões sobre a altura do milho com base nos 
valores de fertilizante e luz solar, auxiliando no 
planejamento agrícola. 



EQUAÇÃO DA REGRESSÃO 
 Criar um modelo de equação de reta para fazer previsões/estimativas de valores futuros através dos 

pontos. 

A equação da Reta é uma equação de 1º Grau. 

OBJETIVO = Ajustar uma reta 

 Onde 

X – é a variável explicativa ou independente; 

Y – é a variável explicada ou dependente (aleatória); 

α – coeficiente linear ou constante da regressão, representa o interceptor da reta com eixo do Y; 

β – coeficiente de regressão ou coeficiente angular da reta. Representa a variação de Y em função da 

variável X; 

α e β são parâmetros. 



REGRESSÃO LINEAR 

 Padrão da variação da regressão linear 

 

 Reta Ascendente  Reta Constante  Reta Descendente 



 Exemplo 

Um dos destinos das sementes após a colheita são as UBSs, nelas os lotes serão avaliadas para 

determinar se vai haver necessidade de submeter as sementes a algum tipo de beneficiamento, 

com o objetivo de melhorar suas qualidade físicas e capacidade de armazenamento. 
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Redução do teor de água. 

(Y) Variável dependente – Taxa de Respiração 

(X) Variável Independente – Teor de água 



QUAL A MELHOR REPRESENTAÇÃO DA RETA? 



PORQUE DEVO AJUSTAR A RETA? 

 Temos que reduzir a distância entre as observações e a reta. 

Redução do teor de água. 
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REGRESSÃO LINEAR 



CRITÉRIOS PARA O AJUSTAMENTO DA RETA 

 O que é um bom ajustamento? 

É aquele ajuste que causa pequeno erro total. 

O erro ou falta de ajustamento é definido como a 

distância vertical entre o valor observado (Yi) e o 

valor ajustado (    ) na reta, isto é:  
              (erro) 

Figura 2 - Erro típico no 

ajustamento de uma reta. 



MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS 

         O método mais utilizado para ajustar uma reta aos pontos dispersos é o que     

         minimiza a soma de quadrados dos erros: 

 

 

 O quadrado elimina o problema do sinal, pois torna positivos todos os erros; 

 A álgebra dos mínimos quadrados é de manejo relativamente fácil; 

 O método dos mínimos quadrados permite encontrar as estimativas de α e β; 

 Minimizando a soma do quadrado de erros, encontraremos α e β que trarão a menor 

diferença entre a previsão de  Yi  e    . 

Soma de quadrado dos erros 



Quadro 1. Relação observada entre  

a safra e a aplicação de Nitrogênio 

Figura 3 - Dados e reta ajustada a olho 

aos dados apresentados. 

EXEMPLO: 



TRANSLAÇÃO DE EIXOS 

 Para iniciarmos o ajuste de reta devemos fazer a translação de eixos, conservando os 

valores originais. 

A B 

Como isso é feito?  



ESTÁGIO 1 

 Exprimir X em termos de desvios a contar de sua média, isto é, definir uma nova 

variável x (minúsculo), tal que: 

média 

tratamento 



EQUIVALE A UMA TRANSLAÇÃO 

 GEOMÉTRICA DE EIXOS 

(média) 

(média) 



 Medir X como desvio a contar de X simplifica os cálculos porque a soma 

dos novos valores x é igual a zero, isto é: 

Somatório de x 



ESTÁGIO 2 

 Devemos ajustar a reta aos dados, escolhendo valores para     e     ,que satisfaçam o 

critério dos mínimos quadrados. Ou seja, escolher valores de      e      que minimizem: 

Soma de quadrado dos erros 



 Cada valor ajustado de     estará sobre a reta estimada:  

 

 

 

 Assim, estamos diante da seguinte situação: devemos encontrar os valores      e     de 

modo a minimizar a soma de quadrado dos erros. 

 Considerando a equação 1 e 2, isto pode ser expresso algebricamente como:   

 

 

 

 Usa-se a notação           , para enfatizar que a expressão tem dependência dos valores 

de      e     . 



 Pergunta-se então, para que valores de    e     haverá um mínimo de erros?  

     A resposta a essa pergunta nos fornecerá a reta “ótima” (de mínimos quadrados 

    dos erros). 

 A técnica de minimização mais simples é fornecida pelo cálculo. 

  A        minimização de exige o anulamento simultâneo de suas derivadas 

parciais. 

 Igualando a zero a derivada parcial em relação a     : 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Verifica-se que isto assegura 

que a reta de regressão ajustada 

deve passar pelo ponto (x,   ), 

que pode ser interpretado como 

o centro de gravidade da 

amostra de n pontos. 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
 É preciso também anular a derivada parcial em relação a      : 

 

 

 

 

 

 Dividindo ambos os termos por (-2): 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

 Reagrupando: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
Podemos sintetizar da seguinte forma: 

Com os valores x medidos como desvios a contar de sua média, os 

valores      e       de mínimos quadrados dos erros são: 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
 Dados do exemplo: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Figura 6 - Equação da reta com o eixo X transladado. 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Estágio 3  

 A regressão pode agora ser transformada para o sistema original de referência: 

O coeficiente angular da reta de regressão ajustada (  = 95X) permanece inalterado; 

A única diferença é o intercepto,     , onde a reta tangencia o eixo Y; 

O intercepto original foi facilmente reobtido. 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Figura 7 - Gráfico dos pontos dispersos com a reta ajustada. 



ANÁLISE DE VARIÂNCIA DA REGRESSÃO 



ANÁLISE DE VARIÂNCIA DA REGRESSÃO 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 



ANÁLISE DE RESÍDUOS 

 É importante, após a análise de regressão, testar se os pressupostos do modelo linear 

se aplicam aos dados estudados; 

 

 Resíduos representam a diferença entre o valor observado de Y e o que foi predito 

pelo modelo de regressão; 

 

 A primeira forma de se avaliar resíduos é plotar um gráfico no qual os resíduos (Y -   ) 

são colocados no eixo vertical (Y) e os valores esperados de Y (β Y) no eixo 

horizontal (x). 



OBSERVAÇÕES A RESPEITO DA REGRESSÃO 

 Quando os dados provêm de um delineamento experimental, onde são observadas 

repetições, e por conseguinte existe um erro experimental, além do erro devido a falta 

de ajuste do modelo:  

 

 O ajustamento segue os mesmos princípios, ou seja, geralmente, é realizado 

observando-se as médias de cada tratamento; 

 

  A análise de variância sofre ligeiras alterações; 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
Exemplo de Análise completa: 

    Os dados abaixo são provenientes de um ensaio experimental em que foram 

utilizadas sete doses de nitrogênio aplicado em cobertura sobre a produtividade de 

milho. O Experimento foi montado no delineamento inteiramente casualizado, DIC, 

com cinco repetições. Os dados são fornecidos abaixo: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Hipóteses: 

Conclusão: rejeita-se H0 ao nível de significância de 5% pelo teste F. 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

A visualização dos dados experimentais em um gráfico de 

dispersão auxilia na escolha do modelo a ser ajustado. 



AJUSTANDO A RETA 

 Ajustando o modelo linear: 

 Valores necessários para o ajustamento do modo linear: 

 Recomenda-se trabalhar com o máximo possíveis de casas decimais; 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

Equação da reta ajustada: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

ANÁLISE DE VARIÂNCIA DA REGRESSÃO: ANOVAR 

 Para se decidir quão bem o modelo ajustado é adequado à natureza dos dados experimentais, pode-

se lançar mão da análise de variância da regressão (ANOVAR). 

 Para o caso em estudo, a ANOVAR irá particionar a variação total (SQDtot) da variável dependente 

- ou fator resposta - em função das variações nos níveis da variável independente - ou regressor, em 

duas partes: 

  Uma parte associada ao modelo ajustado (SQDDreg) – Soma do quadrado dos desvio devido à regressão 

  Uma outra parte associada à falta de ajuste (SQDDerr) – Soma do quadrado dos desvios devido ao erro 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

• Cálculos alternativos da soma de quadrados dos desvios: 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 



ILUSTRAÇÃO DA ANOVAR APENAS PARA  

EFEITO DE COMPARAÇÃO COM A ANOVA 



COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO DA REGRESSÃO 

O coeficiente de determinação do modelo de regressão, r² , é uma medida do grau de 

ajuste do modelo aos dados experimentais:  

 

 

 

Este coeficiente, nos dá uma informação do quão bem, ou não, o modelo utilizado se 

ajusta a natureza dos dados experimentais. Para o exemplo em análise:  

 

 

 

Interpretação: 97,96% da variação total da safra, em decorrência da variação da dose de 

nitrogênio, é explicada pelo modelo de regressão (Ŷ = 142,86 + 95N ) ajustado.  



CONSIDERAÇÕES SOBRE A ANOVAR 

 Observa-se que a soma de quadrados, e os respectivos graus de liberdade, associados aos 

tratamentos foram desdobrados em duas partes: 

  Uma parte associada ao modelo de regressão utilizado (SQDDreg) (Ŷ = 142,86 + 95N). 

  Uma parte associada à falta de ajuste ou erro de ajustamento (SQDDerr) 

 Na análise de regressão em um experimento com repetições utiliza-se a ANOVA , sendo que: 

  Para a obtenção da soma de quadrados do desvio devido à regressão e ao independente da            

regressão tem-se duas opções: 

a) Realizar todos os cálculos das somas de quadrados dos desvios considerando agora 

todas as repetições, o que embora possa ser feito, é um processo mais trabalhoso. 

b) Utilizar o teorema do limite central (que facilita bastante os cálculos). 



TEOREMA DO LIMITE CENTRAL 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
 Critérios para decisão de um modelo ajustado e considerações finais 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 
 Critérios para decisão de um modelo ajustado e considerações finais 



REGRESSÃO LINEAR MÚLTIPLA  

 A análise de uma regressão múltipla segue, basicamente, os mesmos critérios  da 

análise de uma regressão simples. 

 

 A regressão múltipla envolve três ou mais variáveis, portanto, estimadores. Ou seja, 

uma única variável dependente, porém duas ou mais variáveis independentes . 

 

 A finalidade das variáveis independentes adicionais é melhorar a capacidade de 

predição em confronto com a regressão linear simples.  



USOS DA REGRESSÃO MÚLTIPLA 

 Obter uma equação para predizer valores de Y a partir dos valores de várias variáveis 

X1, X2, ..., Xk. 

 

 Explorar as relações entre múltiplas variáveis (X1, X2,..., Xk) para determinar que 

variáveis influenciam Y.  



MODELO MATEMÁTICO 

 Onde: 

y = é a variável dependente; 

β1, β2, ... βk = são parâmetros a serem estimados; 

X1, X2, ... Xk = são as variáveis independentes; 

ε = é o erro aleatório referente a variabilidade em y quem não pode ser explicada pelas 

variáveis x’s. 



Dividindo ambos os termos por (-2) e reagrupando: 

 Enquanto uma regressão simples de duas variáveis resulta na equação de uma reta, 

um problema de três variáveis implica numa superfície de resposta, e um problema 

de k variáveis implica em um volume de resposta;  



SOLUÇÃO DOS MÍNIMOS QUADRADOS 

 Também na regressão múltipla, as estimativas dos mínimos quadrados são obtidas    

pela escolha dos estimadores que minimizam a soma dos quadrados dos desvios entre 

os valores observados Yi e os valores ajustados Yc. 

 A solução dos mínimos quadrados é a que minimiza a soma dos quadrados dos 

desvios entre os valores observados e a superfície de regressão ajustada. 
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COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO 

 O coeficiente de determinação múltipla é uma medida de quão bem a equação e 

regressão múltipla se ajusta aos dados amostrais:  

 Ajuste perfeito: R²= 1.  

 Ajuste bom: R²= prox. de 1.  

 Ajuste pobre: R²= prox. 0.  



COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO 

 Defeito: Na medida em que mais variáveis são incluídas, R² cresce (pela simples 

inclusão das variáveis X independentes);  

 Por causa dessa falha, a comparação de diferentes equações é feita mais adequadamente 

com o ajuste do coeficiente de determinação para o número de variáveis e o tamanho 

amostral.  

 



REGRESSÃO NÃO LINEAR 

 Os dados são modelados por uma função que é uma combinação não-linear de 

parâmetros do modelo e depende de uma ou mais variáveis independentes. 

 

 Pode-se a partir de suposições importantes sobre o problema trabalhar no sentido de 

obter uma relação teórica entre as variáveis observáveis de interesse.  

 

 Diferentemente do caso linear, os parâmetros entram na equação de forma não linear, 

assim, nós não podemos simplesmente aplicar fórmulas para estimar os parâmetros do 

modelo.  



REGRESSÃO NÃO LINEAR 

MODELO LINEAR 

 

 

 

 

 

MODELO NÃO-LINEAR  



EXEMPLO 

 Valores observados e preditos para o conteúdo acumulado liberado de potássio em 

função dos dias após a incubação do esterco de codorna em LVdf com destaque para a 

predição a nível populacional e de unidade experimental. 



REGRESSÃO NÃO LINEAR 

Métodos de Estimação: 

 

 Método dos Mínimos Quadrados 

 

 Método dos Mínimos Quadrados Generalizados 

 

 Método da Máxima Verossimilhança 

 

 Métodos Iterativos de Gauss-Newton 



MODELOS DE REGRESSÃO NÃO-LINEAR 



VANTAGENS 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Sua escolha têm sustentação baseada em teoria ou princípios mecanísticos (físicos, 

químicos ou biológicos) ou qualquer outra informação prévia. 

 Certos parâmetros são quantidade de interesse para o pesquisador. 

 Podem ser feitas predições fora do domínio observado de x. 

  São parcimoniosos pois tipicamente possuem menos parâmetros. 

 Partem do conhecimento do pesquisador sobre o fenômeno alvo. 

 



DESVANTAGENS  

 Requerem procedimentos iterativos de estimação baseados no fornecimento de 

valores iniciais para os parâmetros. 

 Métodos de inferência são aproximados. 

 Exigem conhecimento do pesquisador sobre o fenômeno alvo.  
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