UNIVERSIDADE ESTADUAL DE SANTA CRUZ

Introducao ao Estudo
2 da
.. Probabilidade

Ciéncia da Computacao - Ariadne Nascimento Matos
Probabilidade e Estatistica - 2018.2



* Probabilidade

* Experimento :Deterministico e Aleatorio

* Espaco Amostral e Evento: Tipos de Evento

* Operacoes com Conjuntos: Uniao, Interseccao,Complementar
* Conceito e Definicoes de Probabilidade

* Axiomas Principais Teoremas da Probabilidade

* Probabilidades Finitas dos espacos amostrais finitos

* Espacos Amostrais Finitos e Equiprovaveis

* Diagrama de Arvores

* Probabilidade Condicional,Regra do Produto, Independéncia Estatistica
* Particao, Probabilidade Total e Teorema de Bayes



Estuda eventos aleatorios, ou seja eventos gque mesmo sendo
realizados sob as mesmas condicoes nao dao o mesmo resultado. Na
probabilidade sao calculadas as chances de ocorréncia de experimentos.
Por exemplo, no lancamento de um dado € impraticavel tentar prever seu

resultado.



* Os resultados sao sempre 0s mesmos Experimento

Deterministico

* Independe do experimento I’;'E

* Os parametros sao bem conhecidos e nao precisam ser

estimados



* Cada experimento podera ser repetido
* Todos 0s possiveis resultados sao conhecidos

* Resulta em um valor desconhecido dentre todos 0s possiveis
resultados

* Quando e realizado um grande numero de vezes ele apresenta
uma regularidade



f. : frequencia relativa

N : nUmero de repeticoes

N : numero de sucessos de um resultado particular
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Um conjunto ndo vazio Q, cujos elementos representam todos 0S
resultados possiveis de um determinado experimento aleatorio, é
chamado de espaco amostral.

. { Finito: conjunto finito de pontos
Discreto \ |nfinito: conjunto infinito e enumeravel
Continuo: Conjunto ndo enumeravel ‘0’

QO ={1,2,3,4,5,6)




El - Lancamento de uma moeda: Q = { cara, coroa}

EZ — Plantar duas estacas e verificar o enraizamento: Q ={(e, e),(e, €),(é, e),(€, €) }

ES - Medir a altura de um alunoda Uesc: Q={x € R : x =2 0}



Qualquer subconjunto A do espaco amostral Q, isto é, A € Q, ao
gual atribuimos uma probabilidade,é dito um evento aleatorio.
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« Evento simples: E aquele formado por um Unico elemento do
espaco amostral.

« Evento Composto: E agquele formado por dois ou mais elementos
do espaco o amostral.

« Evento certo: E aquele que ocorre sempre, isto é, em todas as
realizacOes da experiéncia.



No lancamento de uma moeda: (Evento Simples)

€. ={ELC ={g

No lancamento de um dado podemos considerar, entre outros,os
seqguintes eventos:(Evento Composto)

€ =024 & =135 &€ ={2 4 86,5

Lancamento de um dado: (Evento Certo)
S=1{1,2,3,4,5,6}



Sao os eventos que nao possuem elementos no espaco amostral,
Ou Sseja, hunca ocorrem.

* A = Ocorrer o numero 7 na face de um dado. Este evento é
Impossivel pois o0 numero 7 nao figura no espaco amostral dos
numeros possiveis na face de um dado, logo evento P(Q) = 0.



Sendo S o espaco amostral finito, verifica-se que pn fornece o
numero total de eventos extraidos de S:

S=p"
Onde:

p = valores possiveis (moeda = 2; dado = 6)
Nn = numero de elementos do evento



Do

Seja 0 experimento E jogar trés moedas e observar os resultados:

S={(ccc),(cck),(ckc),(kec),(kkk),(kkc),(kck),(ckk)}

[
w N

S=pr=2°=8



* Dois eventos E 1 e E 2 sao mutuamente exclusivos, se eles nao
puderem ocorrer simultaneamente (é€ um ou 0 outro).

E1NE2 =; logo P(E1NE2)=0




84: jogar um dado e observar o resultado -

S ={1,2,3,4,5,6}
-Eventos:
* A = Ocorrer o numero par

* B = Ocorrer o numero impar

A={246}eB={1,3,5logoANnB=0
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Experimento Probabilistico: N Y K
Lancar um dado oo
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Espaco Amostral:
{1,2,3,4,5,6}

—

Voo

Evento(numeros pares):
{2,4,6}



Uniao: AUB

v

E o evento que ocorre se A ocorre, ou B ocorre, ou ambos
ocorrem.

A B




e Unlao:AUB

El: No lancamento de um dado (Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}) considere 0s

eventos A = “par” = {2, 4, 6} e B = “multiplo de 3” = {3, 6}. O evento
“A ou B” contém todos os resultados que sejam pares ou multiplos
de 3 (ou ambos!), e é dado por C=A U B ={2, 3, 4, 6}.



* Intersecao : An B

E 0 evento que ocorre se A e B ocorrem simultaneamente.




Intersecédo : An B

EZ: No lancamento de um dado (Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}) considere 0s

eventos A = “par” = {2, 4, 6} e B = “multiplo de 3” = {3, 6}. O evento
“A e B” contém todos os resultados que sejam pares e a0 mesmo

tempo multiplos de 3, e é dado por C =A n B = {6}.



* Complementar : A

Denotamos por A o complementar do conjunto A, dado por A® = {w
c Q. w /€ A},ou seja, o conjunto das realizacoes w para as
guais o evento A nao ocorre, portanto A° € o evento “nao A”




* Complementar : A

€3 : No lancamento de um dado (Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}) considere o

evento A = “par’ = {2, 4, 6}. O evento “nao A” contém todos o0s
resultados gue nao sejam pares, ou seja, que sao impares, e €
dado por C = A°={1, 3, 5}.



Conceito: a probabilidade é uma medida numerica da provavel
ocorréncia de um evento.(A ocorréncia de um evento é tao provavel

guanto improvavel).

Ocorrencia provavel crescente

(dcorréncia do evento €
tio provavel
quanto improvavel




* Definicao Classica: Se um experimento aleatorio puder resultar
em n diferentes e igualmente provaveis resultados, e nei destes
resultados referem-se ao evento ei, entao a probabilidade do
evento Ei ocorrer sera:

P(ei) =n_In
n_: numero de vezes que o resultado ei ocorre

N : numero total de vezes



3

1

. Seja 0 seguinte Experimento Aleatorio: lancamento de um

dado nao viciado e observacao da face voltada para cima.

Calcular as probabilidades de ocorréncia dos seguintes eventos:
a) Face 1.
= g
b) Face par. \ .-
c) Face menor ou igual a 2. . "‘

\l



1) O evento “face 1” tem apenas um resultado associado: { 1 }. Entao:

n, =1, e a probabilidade de ocorrer : P(ei)=n, /I n=1/6

2) O evento “face par” tem trés resultados associados: {2, 4, 6}. Entao:

n =3, e a probabilidade de ocorrer : P(ei)=n,/ n=3/6

3) O evento “face menor ou igual a 2” tem dois resultados associados

{1,2}.Entdo: n, = 2, e a probabilidade de ocorréncia: P(ei) = 2/6



* Definicao Experimental: Seja um experimento aleatério repetido
gue € repetido n vezes, e el um evento associado. A frequéncia

relativa do evento el:
f(R,)=n,In

* N : numero de vezes gque ei ocorreu

* n: total de tentativas



* Seja um experimento aleatério com um espaco amostral associado
a ele, e seja E (1= 1, 2,...n) um evento generico.
a) 0 = P(E) =1 ( para qualquer evento)
b) P (Q) = 1 ( para qualquer espaco amostral)
c) P(A U B) = P(A) + P(B) se AnB = @ (mutuamente excludentes)

Axioma: proposicao geral que nao tem demonstracao, recebida e aceita por todos
como verdadeira e evidente.



1. P(D)=0
2. Se A é o complemento de A, entao P(A) =1 - P(A’)
3.Se A e B forem dois eventos quaisquer, entao
P(AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB) ( Teorema da Soma)
4. Se AcB, entao P(A) < P(B)



Se A é 0 evento “um estudante fica em casa para estudar”, B o

evento “ele vai ao cinema”, P(A) = 0,64 e P(B) = 0,21, determine:

a) P(A’); P(AUB); c) P(AnB)



a) A’ 0 evento gue consiste em o estudante nao ficar em casa:
1-P(A)=1-0,64=0,36

b) Como A e B sao mutuamente excludentes aplicamos:
P(A U B) = P(A) +P(B) = 0,64 + 0,21 = 0,85

C) Como A e B sao mutuamente excludentes nao podem ocorrer

simultaneamente, logo : P(AnB) =0



Seja um espaco amostral finito S = {a a,...a }.A cada evento
elementar a associa-se um numero p. denominado probabilidade

de a, P(a) ou simplesmente P, satisfazendo as seguintes
condicoes:

p. 200 =12 nje D o= Tl



Trés carros (A, B e C) estdo em uma corrida; A tem 3 vezes mais chances
de ganhar que B;e B tem 2 vezes mais chances de vencer que C. Quais
sao as probabilidades de vitoria de cada um, isto €, P(A), P(B) e P(C)?
Fazendo: P(C) =p; P(B) =2p ;P(A) =6p

2p+6p+p=1=>p=1/9
Logo: P(A) =6/9 ; P(B) =2/9; P(C)=1/9
Probabilidade de B ou C ganhar: P(B U C) = 2/9 + 1/9 = 3/9



* Quando se associa a cada ponto amostral a mesma probabilidade

* Se um evento E contém n pontos:

P(E) = n.(1/n)

* Se s tem n pontos:




Desta forma, podemos definir a probabilidade de um evento E =

{ejl,ejz...,ejk} composto por k elementos como sendo:

P(E) = nimero de casos favoraveisa E = k

numero de casos possiveisde S n




Um baralho possui 52 cartas. Uma delas € extraida ao acaso.

Qual é a probabilidade de ser sorteada:

a) a carta com o rel de copas?
P(E) = 1/52

b) uma carta de espadas?
P(E) = 13/52 = 1/4



* A analise combinatoria (teoria da contagem) tem fundamental
Importancia para contar o numero de casos favoraveis e o total
de <casos. A combinacdo de N elementos tomados

(combinados)n a n, sendo n £ N, é calculado por:




* Para ganhar o maior préemio da Mega-Sena um apostador precisa
acertar 6 numeros entre os 60 possiveis. Calcule essa

probabilidade:

* Total de combinacoes possiveis de 6 numeros(entre os 60 possiveis)

C60,6=
60! = 60.59.58.57.56.55.54! = 50.063.860
6!(60 — 6)! 6!154!
* Total de combinacoes de 6 numeros(entre os 6 sorteados):

Ces= 6 = fE—=1 Ferr—Feaa
6!(6 — 6)! 6l Ceo.6 50.063.860




Representa as varias possibilidades de uma permutacao ou
combinacao. Prové uma maneira conveniente de organizar as

iInformacoes de um conjunto de eventos condicionais.



1% Moeda 2% Moeda 3% Moeda Rasuads
(ou 1° langamento)  (ou 2° langamento) (ou 3° langamento)

_——Cara Ca,Ca. Ca
_——Cara ——— oy

c = Coroa Ca,Ca,Co
s } ——— Cara Ca,Co,C
—Coroa ————_____ s

- Coroa Ca,Co,Co
- Cara Co,Ca.Ca

o Carg ————_

—Coroa Co,CaCo
—— Coroa —————_ Cara Co,Co,Ca

—— Coroa Co,Co,Co




Obs: muito util para definir o espaco amostral de experimentos aleatorios.



Sejam A e B dois eventos associados ao experimento E. A
probabilidade do evento B condicionada a ocorréncia do evento A,

ou seja, a probabilidade condicional de B dado A, é dada por:

P(BIA)=P(AnB)IP(A), paraP(A)>0
Analogamente: P(AIB)=P(AnB)I/P(B), paraP(B) >0



Pode-se verificar que P(B/A) satisfaz aos varios postulados de
probabilidade. Isto é:

)0O<P(B/A)<1

i) P(S/A) = 1

i)P(B,uB,)/A=P(B,/A)+P(B,/A)-P(B,nB,)/Aou

P(B,/A)+P(B,/A)seB, nB =0



* Exemplo:
Os dados abaixo se referem a 200 alunos matriculados em

determinado Instituto de matematica, de acordo com 0 sexo e o

Curso: =
Masculino Feminino| Total

MasculinoPura 110

Estatistica 90

Total 140 60 200



Qual seria a probabilidade de uma pessoa aleatoriamente
escolhida:

a) Estar matriculada em matematica pura?

A={aluno faz matematica pura} E={aluno faz estatistica}

M={aluno & do sexo masculino} F={aluno & do sexo feminino}



Masculino Feminino

Total

a) P(A) = 110/200

Matematica pura | 60 10) 110
Estatistica 80 10 90
140 60

b) Estar matriculada em matematica pura, dado ser homem?
PAM)=P(An M) P (M) =(60/200)/(140/200)) =>
60/200*200/140 = 60/140

200



c)Ser homem dado que Esta matriculado em estatistica?

P(M/E) =P (M n E)/P (E) = ((80 /200)/(90/200)) = 80/90

d)Estar matriculada em matematica pura, sabendo-se que &€ mulher?

P(M/F) =P (M n F)/P ( F) = ((50/200)/60/200) = 50/60

A={aluno faz matematica pura} E={aluno faz estatistica}
M={aluno & do sexo masculino} F={aluno € do sexo feminino}



Podemos verificar que podemos calcular a probabilidade

condicional [P(B/A)] de dois eventos A e B quaisquer de duas

maneiras:

1) Empregando a definicao, onde P(AnB) e P(A) sao calculados em
relacao ao espaco amostral original S;

i) Diretamente, pela consideracdo da probabilidade de B em

relacédo ao espaco amostral reduzido determinado pela ocorréncia
do evento A.



“A probabilidade da ocorréncia simultanea de dois eventos A e B,
do mesmo espaco amostral, € igual ao produto da probabilidade
de um deles pela probabilidade condicional do outro, dado o
primeiro.”

P(A n B) =P(A) - P(B|A)



Nada mais é que probabilidade condicional:

P (A|B) = P(AnB) I P(B) =>P(AnB) = P(B).P(A|B)

P(B|A) = P(AnB)IP(A) => P(AnB) = P(A).P(B|A)



Exemplo: Em um lote de 12 pecas, 4 sao defeituosas. Duas pecas
sao retiradas, uma apo0s a outra, sem reposicao. Qual a
probabilidade de que ambas sejam boas?

A - al?pecae boa

B - a22pecaée boa

P(A n B) = P(A) - P(B|A) =(8/12).(7/11) = 4/33



Dois eventos A e B, pertencentes a um mesmo espaco amostral

(S), sado independentes se as seguintes condi¢coes sao validas:

P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B), entio:
P(AnB) = P(A) . P(B)



Uma moeda é lancada duas vezes. Sejam A = “a primeira moeda
sal cara” e B = “a segunda moeda sal cara”. Entao A e B sao

Independentes, pois:

D(A) = ({13X{0,1}) = 2/4 = ¥
D(A) = ({0,13X{1}) = 2/4 = ¥
D(A n B) = P({1} X {1}) = % = P(A).P(B)




Os dois dados sao lancados. Consideramos os eventos A = “0
primeiro dado é par’ e C = “a soma dos valores dos dados e par”.
Entao:

P(A) = ({2,4,6} X{1,2,3,4,5,6}) = 18/36 = %

P(C)=P({2,4,6)2U {1,3,52) = 18/36= Y

P(A N C)=P({2,4,6}12=9/136 =Ya=P(APCC




Uma particao do espaco amostral € dada por um conjunto de

eventos mutuamente exclusivos que quando unidos formam o

espaco amostral: b?‘ H‘I




Espaco amostral gue atende as seguintes condicoes:

cArA=5 Vi diferente de j( eventos mutuamente excludentes)

Kk
« Ja = Q (uniao dos eventos corresponde ao espaco amostral)

* P(AI)>0,Vi=1, ...., n(probabilidade de cada evento maior que 0)



* Relaciona probabilidades condicionais

* Probabilidade de resultados obtidos através de varios eventos

distintos

* Devemos assegurar que o espaco amostral € uma particéo



Vamos considerar o evento A e 0 seguinte espaco S gque e formado

pelos eventos de B, a B, para k = 8.




* Podemos escrever o evento A em funcao dos eventos que
compdem o espaco S.
A=(AnB)U (AnB)U... U/AnB,)
* Como o operador probabilidade &€ uma funcao temos:
P(A) =P[(AnB) U (AnB,) U ... U(AnB )]
* Sendo os eventos mutuamente excludentes temos:

P(A) = P(AnB) + P(AnB.)+ ... + P(AnB)



*E pela Regra da multiplicacdo chegamos a expressao da

probabilidade total:

P(A) = P(A|B)).P(B,) + P(A|B,).P(B))+....+P(A|B,).P(B,)



* Supondo gque na fabricacao de semicondutores a probabilidade
seja.
* 0,10 de que um chip esteja sujeito a niveis altos de contaminacao

durante a fabricacao cause uma falha no produto

* 0.01 de que um chip que esteja a niveis médios de contaminacao

durante a fabricacao cause uma falha no produto

* 0.001 de que um chip esteja sujeito a niveis médios



* Em uma corrida em particular de producao, 20% dos chips estao
sujeitos a altos niveis, 30% a niveis medios e 50% a nivelis baixos.
Qual a probabilidade de gue um produto, usando um desses

chips, falhe?



1) Defina os conceitos:
* H = {Chip exposto a altos niveis}
* M = {Chip exposto a niveis medios}
* L = {Chip exposto a niveis baixos}
* F = {Falha}



H = {Chip exposto a altos niveis} L = {Chip exposto a niveis baixos}
M = {Chip exposto a niveis médios} F = {Falha}

Do enunciado :
P(F|H) = 0.1 ;P(F|M) =0.01;P(F|L) = 0.001;
P(H) =0.2;P(M)=0.3P(L)=0.5
Utilizando a Probabilidade Total:
P(F) = P(F|H).P(H) + P(F|M).P(M) + P(F|L).P(L)
P(F) = 0.1X0.2 + 0.01X0.3 + 0.001X0.5
P(F) = 0.0235 = 2.35%




* Determina a probabilidade condicional de eventos que precedem
aguele efetivamente observado
* Calcula uma probabilidade a posteriori a partir de dados
fornecidos a priori, quando esses dados nao sao suficientes
* “Probabilidade das causas”

* SO pode ser utilizado caso o espaco amostral seja uma particao



Considere a particao formada por n eventos A, A,..., A € um

evento B que os interseccione. Determinamos a probabilidade a

posteriori de cada evento com a seguinte exposicao:

P(A{B) = P(B|AJ).P(A.)

P(BIA).P(A) + P(BIA).P(A) +..+P(BA).P(A)




Um exame detecta uma certa doenca, caso ela exista com
probabilidade 0,9. Se a doenca nao existir, 0 exame aponta ISS0

com probabilidade 0,8. Considere gue estamos aplicando esses
exames em uma populacao com 10% de incidéncia dessa
doenca.Para um individuo escolhido ao acaso qual a
probabilidade de ele estar realmente doente, se o0 exame
Indicou gque ele possui a doenca? Use o teorema de Bayes.




* Deflna 0s eventos:

D = {ter doenca}; D’ = {nao ter doenca}; E = {exame positivo}




* Do enunciado temos:
P(D)=0,1;P(E|D)=0,9; P(E|D’) =0,2
* Pelo Teorema de Bayes:

P(D|E) = P(E|D).P(D) = 0,9.0,1
P(E|D).P(D) + P(E|D").P(D") 0,9.0,1 +0,2.0,9

= 0,33 ou 33%



FARIA, José Claudio. Notas de aulas expandidas — lIhéus, UESC/DCET, 10 ed. 2009.

B. R. James. Probabilidade: Um Curso em Nivel Intermediario. IMPA,Rio de Janeiro, 3 edn.,
2004.

K.L.Chung,F.Ait Sahlia.Elementary probability theory. Undergraduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, New York,4 edn., 2003

ROLLA, Leonardo. Introducao a Probabilidade Notas de Aula, UFMG,Belo Horizonte,2018
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