Introducao ao
Estudo da
Probabilidade

Aluno: Welvis Souza
Ano: 2020
Trimestre Especial




Conceito

A palavra probabilidade deriva do Latim probare (provar ou testar).
Informalmente, provavel é uma das muitas palavras utilizadas para
eventos incertos ou desconhecidos , sendo também substituida por
algumas palavras como “sorte”, “risco”, “azar”, "chance", “incerteza”,
“duvidoso”, dependendo do contexto.



https://pt.wikipedia.org/wiki/Latim

Importancia

A teoria da probabilidade é essencial aos procedimentos utilizados na
estatistica inferencial.

Segundo alguns autores, a teoria da probabilidade originou-se como
modelo explicativo para os jogos de azar: dados, moedas, etc.




Probabilidade na Estatistica

Os fendmenos estudados pela estatistica sao fenbmenos que mesmo
em condicdoes normais de experimentacdao variam de uma observacao
para outra, dificultando a previsao de um resultado futuro.
Para a explicacao desses fendmenos adota-se o calculo matematico
probabilistico.




Experimento Aleatorio

Experimento
Aleatoério

Jogue um dado... Qual
numero saira?
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Experimento Aleatorio

Veja a tabela abaixo:

Experimento

Resultado experimental

Jogar uma moeda

Retirar uma carta de um baralho
Jogar um dado

Selecionar uma peca para inspe¢ao

cara, coroa

copa, ouro, paus, espada
1,2,3,4,5,6

defeituosa, nao defeituosa




Experimento Aleatdrio

A analise desses experimentos revela que:

a. Cada experimento podera ser repetido indefinidamente
sob as mesmas condicgdes.

b. Ndao se conhece “a priori” um particular resultado do
experimento.

c. Quando o experimento for repetido um grande numero
de vezes surgird uma regularidade, isto é, haverda uma
estabilidade da fracao:




Experimento Aleatdrio

f.=n/N
onde: W oee
fi: frequéncia relativa

n: numero de sucessos de um particular resultado

N: nUmero de repeticoes




Exemplo:

Freqliéncia relativa, fi

1.00
0,90

0,80 4
0,70 4
0.60
0,50
0,40
0,30 4
0,20 4
0,10 4

0,00

B

1 2 345 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

lancamentos, N

c/k lan suc/lan = n/N fi
c 1 N 1,00
N 2 1/2 0,50
k 3 1/3 0,33
B 4 1/4 0,25
c 5 2/5 0,40
c 6 3/6 0,50
k 7 3/7 0.43
¢ 8 4/8 0,50
c 9 5/9 0,56
k 10 5/10 0,50
c 11 6/11 0,55
c 12 7/112 0,58
k 13 7113 0.54
k 14 7/14 0,50
c 15 8/15 0,53
k 16 8/16 0,50
c 17 9/17 0,53
k 18 9/18 0.50
¢ 19 10/19 0,53
k 20 10/20 0,50




Experimento Deterministico

E aquele que quando realizado sob determinadas condicdes é
possivel prever o resultado particular que ira ocorrer.

Exemplo:

e Agua aquecida a 1002C, sob pressdo normal, entra em
ebulicao.

® Se tomarmos um determinado sélido, sabemos que a uma
certa temperatura haverd a passagem para o estado liquido.




Espaco Amostral

Para cada experimento aleatorio ‘E’ define-se espaco amostral ‘S’ o

conjunto de todos os possiveis resultados desse experimento.

Exemplo:
s N N =,
S= {1)213141516} [ ] ¢ ..
Y A . '-«_. A
® o (0o © @ @
@ ® ©
u. ...-' 'm.. .__,- '-H. .J

Figura 1- Faces de um dado




Evento

E um conjunto particular de resultados do espaco amostral do
experimento, em termos de conjuntos, € um subconjunto de S.

Figura 2- Evento A em B




Evento

Exemplo:

e Seja S={1,2,3,4,5,6} o espaco amostral.
Vejamos agora os seguintes eventos:
e A :Um numero par e primo, A = {2} ( evento simples ou elementar)
e B:Um numero maior que 6, B = @ (evento impossivel)
e C:Um numero menorque?7,C=1{1,2,3,4,5,6} (evento certo) C=S




Evento

Usando as operagcdes com conjuntos, podem-se formar novos
conjuntos, assim:

e AUB:éo0evento que ocorre se A ocorre, ou B ocorre, ou ambos

ocorrem:. s

Figura 3 - Unidao conjuntos




Exemplo:

e No lancamento de um dado
S={1) 2) 3) 4) 5) 6}
A: Numeros divisiveis por 2: A={2, 4, 6}

B: NUmeros maiores que quatro: B={5,6}

AUB={2, 4, 5, 6}




Evento

Usando as operagcdes com conjuntos, podem-se formar novos
conjuntos, assim:

e AN B:éoevento que ocorre se A e B ocorrem simultaneamente:

Figura 4 - Intersecao conjuntos




Exemplo:

e No lancamento de um dado

A: Um numero menor ou igual 4. A={1,2,3,4}
B: um numero maior ou igual a 4. B={4,5,6}
(A n B)={4}




Evento

Usando as operagcdes com conjuntos, podem-se formar novos
conjuntos, assim:

® A:éoeventoque ocorre se A nao ocorre:

A

Figura 5 - Evento nao ocorre




Evento

Sendo S o espaco amostral finito, verifica-se que p" fornece o numero
total de eventos extraidos de S:

S=p"

Onde:
p = valores possiveis (moeda = 2; dado = 6)
n = numero de elementos do evento




Exemplo:

Seja o experimento E jogar trés moedas e observar os resultados:
S ={(ccc), (cck), (cke), (kec), (kkk), (kke), (kck), (ckk)}

p=2

n=3




realizacao de um exclui a realizacao dos outro.

Eventos Mutuamente Exclusivos

Dizemos que dois ou mais eventos sao mutuamente exclusivos quando a

Figura 6 - Mutuamente Exclusivos




Exemplo:

Considere o experimento:

® jogar um dado e observar o resultado.
S={1,2,3,4,5, 6}
® Sejam os eventos:
A = ocorrer numero par e B = ocorrer numeros impar.
Logo: A=1{2,4,6},B={1, 3, 5}.
A e B sao considerados mutuamente exclusivos
poisANB=0O0




Conceito e Definicao de Probabilidade

Conceito: a probabilidade é uma medida numérica da provavel ocorréncia

de um evento.

Ocorréncia provavel crescente >

0 0.5 1
E |

Ocorréncia do evento é
tio provivel
quanto improviavel




Conceito e Definicao de Probabilidade

Definicao: dado um experimento aleatdrio E, e S seu espaco amostral, a
probabilidade de um evento A, indicada por P(A), é uma funcao definida
em S gue associa a cada evento um numero real, satisfazendo os

seguintes axiomas: s Reais

0.1
0,9
1

P(A)

Figura 7 - Probabilidade de um evento A




Conceito e Definicao de Probabilidade

Axiomas:

e P(S)=1
e 0<P(A)<1
e Se A e Bforem eventos mutuamente exclusivos, AN B=¢, entdao P(A

U B) = P(A) + P(B) s

Figura 6 - Mutuamente Exclusivos




Principais Teoremas da Probabilidade

® Jeorema 1:

Se ¢ é um conjunto vazio, entao: P(p) =0
Exemplo:

A probabilidade de ocorrer face 2 e 3 no langcamento de um dado nao
viciado é P(¢$) = 0, enquanto que a probabilidade de ocorrer face 2 ou 3 é
1/6 +1/6=1/3.




Principais Teoremas da Probabilidade

® Teorema 2:

Se A° é o evento complementar do evento A, entdao P(A¢) =1 — P(A)

Figura 7 - Evento Complementar



Principais Teoremas da Probabilidade

e Exemplo:

Uma urna contém 4 bolas verdes, 3 bolas brancas e 8 bolas amarelas.
Uma bola é retirada aleatoriamente. Determinar a probabilidade de que
a bola retirada nao ser amarela.

Resolucao:

V =“abolaretirada é verde” P(V) =4/15 = 26,67%

B = “abola retirada é branca” P(B) = 3/15 = 20,00%
A =“abolaretirada é amarela” P(A) = 8/15 = 53,33%




Principais Teoremas da Probabilidade

e Exemplo:

Uma urna contém 4 bolas verdes, 3 bolas brancas e 8 bolas amarelas.
Uma bola é retirada aleatoriamente. Determinar a probabilidade de que
a bola retirada nao ser amarela.

A<= A bolaretirada nao é amarela.

P(Ac)=1-P(A) = =1-8/15 == =7/150u46,67%




Principais Teoremas da Probabilidade

® Teorema 3:

Se (A c B), entao: P(A) < P(B)

Figura 8 - A esta contidoem B




Principais Teoremas da Probabilidade

® Teorema 4: Teorema do Produto

Se dois eventos sao independentes, a probabilidade de que eles ocorram

juntos é igual ao produto de suas probabilidades.
Exemplo:

Jogar uma moeda e, em seguida, um dado. Qual a probabilidade de sair
cara E par?

P (cara N par) = P(cara) x P(par)
=0,5x0,5=0,25




®@ Teorema5: Teorema da Soma

12) Se A e B sao dois eventos quaisquer, ou seja, podem
ser mutuamente excludentes ou nao, entao:
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

Principais Teoremas da Probabilidade

8 S

Eliminar
intersecao




Exemplo

Considere o experimento “jogar uma moeda e, em seguida, um dado”
Considere os eventos:
E1l = {cara} e E2={resultado par}

Qual a probabilidade de sair cara ou par?
P(E1UE2)=P(E1l) + P(E2) —P(E1 e E2) ou:

P(cara U par) = P(cara) + P(par) — P(cara n par)=0,5+0,5-0,25=0,75




Probabilidades finitas dos espacos
amostrais finitos

Seja um espaco amostral finito S={al, a2, ..., an}.
A cada evento elementar ai associa-se um numero pi denominado
probabilidade de ai, P(ai) ou simplesmente Pi, satisfazendo as seguintes

condicoes:

p, 20(i=1,2,..,n)e p;+p,+...+p,=1

n




Exemplo:

Trés cavalos (A, B e C) estdo em uma corrida; A tem duas vezes mais
probabilidade de ganhar que B;

e B tem duas vezes mais probabilidade de ganhar que C.

Quais sao as probabilidades de vitéria de cada um, isto &, P(A), P(B) e
P(C)?




Exemplo:

e FazendoP(C)=p
P(B) =2p
P(A) = 4p 1 PR =é
pt+2p+4p=1 . P== |
/ P(B) ==
P(C) =—}7
Probabilidade de B ou C ganhar: P(Bu C) =%+%=%




Espacos Amostrais Finitos Equiprovaveis

Quando se associa a cada ponto amostral a mesma probabilidade, o
espaco amostral chama-se equiprovavel ou uniforme.

Se S contém N pontos, entao, a probabilidade de cada ponto sera:
1/N

Se A contém n pontos:

1 n
P(A] =H‘[§]=E




Espacos Amostrais Finitos Equiprovaveis

Este método de avaliar P(A) é frequentemente enunciado

da seguinte maneira:

P(A) = nimero de vezes que o evento (A) pode ocorrer

mimero de vezes que o espago amostral (S) ocorre

ou:

P(A) = NCF (niimero de casos favordveis)

NTC (mumero total de casos)




Exemplo:

A = {a carta é de ouros}

Escolher aleatoriamente (a expressao “aleatdria” indica que o espaco
amostral é equiprovavel) uma carta de um baralho com 52 cartas.

B = {a carta é uma figura}

nimero de ouros

Calcular P(A) e P(B)

P(B) =

nimero de cartas

nimero de figuras

& | —

niimero de cartas




Espacos Amostrais Finitos Equiprovaveis

A analise combinatodria (teoria da contagem) tem fundamental
importancia para se contar o numero de casos favoraveis e o total de
Casos.

A combinacdo de N elementos tomados (combinados) n a n, sendo n
combinado a N, é calculada por:




Exemplo:

Num lote de 12 pecas, 4 sao defeituosas, duas pecas sao retiradas

aleatoriamente uma apds a outra sem reposicao. Calcule:
P(A) = a probabilidade de ambas serem defeituosas:




Exemplo:

Num lote de 12 pecas, 4 sao defeituosas, duas pecas sao retiradas
aleatoriamente uma apds a outra sem reposicao. Calcule:
P(A) = a probabilidade de ambas serem defeituosas:

A=C:=(;)=ﬁ=6
s=C§’=(122)=%=

P(A) = NCF (numero de casos favordveis) o i 1
~ NTC (nuimero total de casos) 66 11




Exemplo:

P(B) = a probabilidade de ambas nao serem defeituosas:

g !
T218=2)!

8

B=C:=(2) =28

NCF (mimero de casos favordveis) 28 14
NTC (numero total de casos) 66 33

P(B) =

A probabilidade de pelo menos uma ser defeituosa (C):

Observar que C é o complemento de B, ousejaC = B

14 19
P(C)=1-P(B)=1-—=—
(€) Bt




Probabilidade Condicional

Na matematica, a probabilidade condicionada refere-se a probabilidade de
um evento A sabendo que ocorreu um outro evento B e representa-se por:

P(A/B)




Probabilidade Condicional

P(A/B)

E de grande importancia para o célculo das probabilidades calcular a
probabilidade condicional.

Ou seja, avaliar a probabilidade do evento A condicionada ao evento B,
simbolizada por P(A/B).

Lé-se probabilidade do evento A condicionada a ocorréncia do evento B, ou
ainda, probabilidade de A dado B.




Probabilidade Condicional

P(A/B)

P(A/B)= %; com P(B) # 0, pois B ja ocorreu

® Formula mais pratica para aplicacao:

NCF(AnN B)
P(AN B) NTC NCF(AN B)
P(A/B)= = =
( ; P(B) NCF(B) NCF(B)

NTC




Exemplo:

Dois dados sao lancados. Consideremos os eventos:

o A={(xy,x,)/ x;+x,=10}
® B={(x;,%,)/ X;>%,}

(Onde x; é o resultado do dado 1 e x, é o resultado do dado 2)

Tarefa: Avaliar P(A); P(B); P(A/B) e P(B/A).




Exemplo:

(L) (L2) (3) (1.4)
(21) (22) (23) (24)
JB1) (32) (33) (34)
(41) (42) (43) (44)
(5.1) (5.2) (53) (5.4)
(6.1) (6.2) (6.3) (6:4)

Dois dados sao lancados. Consideremos os eventos:

(1.5) (16)
(2.5) (2.6)
(35) (3.6)]
(4.5) (4.6)
(5.5) (5.6)
(6.5) (6.6).




Exemplo:

Dois dados sao lancados. Consideremos os eventos:
A =[xy, X,/ x1 +x2 =10] = [(4,6);(6,4);(5,5)]

(2.1);

(3.1):(3,2):
B=[(x,.x,)/x, >x,]=4(4.1):(4.2):(4.3);
(5.1):(5.2):(5.3):(5.4).
(6.1):(6.2):(6.3): (6.4):(6.5)|

v




Exemplo:

Dois dados sao lancados. Consideremos os eventos:

NCF(AnB) |

R ; P(A/B)=
_N(F(A)_ 3 | NCF (B) 15

P(A)= — ==
NTC 36 2
Obs : notar que apenas o par (6,4) é favoravel ao evento (AN B)
NCF(B) 15 5
P(B)= =
NTC 36 12

NCF(ANB
P(B/A)=l (4 )=-l-
NCF (A) 3




Diagrama de Arvore (drvore de probabilidades)

Pode ser usado para representar as varias possibilidades de uma
permutacdao ou combinacao (neste caso, € mais adequado chama-lo
de arvore de possibilidades).

Esse tipo de diagrama prové uma maneira conveniente de organizar
as informacdes de um conjunto de eventos condicionais.




Cara

Coroa

Exemplo:

1% Moeda
(ou 1° langamento) (ou 2°

2% Moeda
lancamento) (ou 3° langamento)

3" Moeda Resultado
Ca,Ca,Ca
Coroa Ca,Ca,Co
Cara Ca,Co.Ca
Coroa Ca,Co,Co
Co,Ca,Ca
Coroa Co,Ca,Co
Cara Co,Co.,Ca
Co,Co,Co




Exemplo:

P(vermelha e azul) =




Teorema do Produto

A partir da definicao de probabilidade condicional pode-se enunciar o
teorema do produto:

“A probabilidade da ocorréncia simultanea de dois eventos, A e B, do
mesmo espaco amostral, € igual ao produto da probabilidade de um
deles pela probabilidade condicional do outro, dado o primeiro.”




Teorema do Produto

P(ANB)

P(A/B)= = P(ANB)=P(B)- P(A/B)

P(ANB)

P(B/A)= — P(AN B) = P(A)- P(B/ A)




Exemplo:

Num lote de 12 pecas, 4 sao defeituosas. 2 pecas sao retiradas uma
apos a outra sem reposicao. Qual a probabilidade de ambas nao serem
defeituosas?

e A ={aprimeira peca é boa}
e B ={asegunda peca é boa}

PIANB)=P(A)- P(B/ A)= S . ! — 20 =

I
12k 432 33




Exemplo:

Num lote de 12 pecas, 4 sao defeituosas. 2 pecgas sao retiradas uma
apos a outra sem reposi¢ao. Qual a probabilidade de ambas nao serem

defeituosas? PAnB)=PA).P(B) => P(B)= pp:)(,;):a) -
: : 5 P(A ~ B) T
e A={aprimeira pega é boa} ~pa) = PIB/A)  Logo: | P(B) = P(B/A)

e B ={asegunda peca é boa}

P(ANB)=P(A)-P(B/A)= ::




Independéncia Estatistica

Um evento A é dito independente de um evento B, se a probabilidade
de A ocorrer nao é influenciada pelo fato de B ter ocorrido ou nao.

Em outras palavras, se a probabilidade de A é igual a probabilidade
condicional de A dado B, isto &, se:

P(A) =P (A / B) assim como P(B) =P (B / A)




Independéncia Estatistica

Considerando o teorema do produto, pode-se afirmar que se A e B sao
independentes, entao:

P(A n B)=P(A) - P(B)

A equacao acima é usada como definicao formal de independéncia.




Exemplo 1:

Num lote de 10 pecas, 4 sao defeituosas. 2 pecas sao retiradas uma
apos a outra com reposicao. Qual a probabilidade de que ambas sejam
boas?

e A ={aprimeira peca é boa}
e B ={asegunda peca é boa}

Notar que A e B sdo independentes, pois P(B) = P(B / A)



Exemplo 1:

Num lote de 10 pecas, 4 sao defeituosas. 2 pecas sao retiradas uma
apos a outra com reposicao. Qual a probabilidade de que ambas sejam
boas?

e A ={aprimeira peca é boa}
e B ={asegunda peca é boa}

P(AAB)=PA). PR =2 &2
10 10 25




Curiosidades

Probabilidade de ser canonizado: 1 em 20 milhdes
Probabilidade de virar um astronauta: 1 em 13,2 milhoes

Probabilidade de ganhar uma medalha olimpica: 1 em 662 mil

Probabilidade de se machucar com fogos de artificio: 1 em 19.556
Probabilidade de se machucar fazendo a barba: 1 em 6.585

Probabilidade de se machucar usando uma serra elétrica: 1 em 4.464
Probabilidade de se machucar cortando a grama: 1 em 3.623

Probabilidade de ser atingido por um raio: 1 em 576.000

Probabilidade de morrer atingido por um raio: 1 em 2.320.000

Probabilidade de ter um filho génio: 1 em 250

Probabilidade de ganhar um Oscar: 1 em 11.500

Probabilidade de ser atingido por uma peca de aviao caindo: 1 em 10 milhdes
Probabilidade de contrair Creutzfeldt-Jakob (Vaca Louca): 1 em 40 milhdes




Curiosidades

Conclusao:

1. Contrair a vaca louca é 2x mais "dificil" que virar santo, e é 4x mais
improvavel que ser atingido por uma peca de aviao.

2. E mais provavel que vocé seja atingido por um raio a conseguir um prémio
maximo da Lotofacil.
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